
1 Outline

总体来说我感觉高维可算是经典的渐进统计的一个发展。在渐进统计中我们研究的是 n → ∞ 时的性质，

最主要的就是各类的依概率收敛和 a.s. 收敛，或者最多到渐进正态性的问题。但是对于更复杂的一些情况，我
们还是要回到何谓“∞”这个东西本身：我们总是需要先认识有限的情况，再将之推广到无穷，所以在高维统

计中，我们需要关心“从无穷撤回一些”，也就是 n 大但不完全大的情况，关心一些参考量（最典型如 loss，或
者说 excess risk）随 n 增大的时候的变化趋势，从而了解一些统计模型的样本性质。渐进统计能够成立所依赖

的 trick 是：对于性质足够好的“平均行为”（比如大数定律），其中总会有东西被随机性给平均掉/互相抵消
掉，对于 n → ∞ 的情况，我们简单地发现细粒度的细节全部消失了，只留下我们经常关心的粗粒度性质；而

在高维统计中，我们进一步关心“在多大程度上（as a function of n）”这些细节被冲洗掉，以控制尾概率（tail
probability）的形式出现，例如：

P (| · − E [ · ] ≥ t|) ≤ decaying function of t

一个典型的例子就是高维回归，比如 p 与 n 同步增长的情况。在传统渐进统计框架中 (p = const) 是无法
处理这种问题的，而应该先撤回到有限的 n，通过包含 n 的理论，将 p 引入之后才能解决高维回归的统计性质

问题。

所以对高维问题的理解大致有几步，就像把大象塞进冰箱一样：首先比如我们要研究一个复杂的对象，比如

一串随机变量的最大值，一组数据的 empirical loss，一个高维矩阵的 norm（在某种意义上的，比如秩/operator
norm/vector norm/trace）；之后大致确定 E [ · ] 的 bound（as a function of e.g. n, p）；然后控制 · − E [ · ] 的

concentration。虽然只有几步，但是过程中需要处理很多细节：研究的对象（函数）需要有怎么样的性质才足
够好，能够产生有效的 concentration（以及如何 relax 对函数性质的限制）？期望如何估计？（因为可能很难计
算，没有解析表达式）

参考书目：

MJW High-Dimensional Statistics: A Non-Asymptotic Viewpoint by Martin J. Wainwright

RV High-Dimensional Probability: An Introduction with Applications in Data Science by Roman Vershynin

RH High-Dimensional Statistics Lecture Notes by Philippe Rigollet and Jan-Christian Hütter

RvH Probability in High Dimension - APC 550 Lecture Notes by Ramon van Handel

2 Concentration Inequalities

Concentration 指的是随机变量在“某个值”附近不会偏离太远，最典型的例子就是 Markov 不等式：与期
望的偏差被方差控制。综合来说有很多 concentration 的方法，核心基本上就是“控制尾部”(tail behaviour)，
以及一些主旨相似的方法，比如控制矩（或矩母函数）。除了直接控制随机变量，我们还希望研究控制随机变量

的函数，以及相关随机过程的行为。
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2.1 Sub-Gaussian

对于随机变量的尾部控制一个典型的例子就是研究所谓的“亚高斯型”(sub-Gaussian) 型随机变量，它有
如下几个等价表述：X is sub-Gaussian if and only if there exists some Ki > 0 such that

1. 控制尾部概率：

P (|X − E [X]| ≥ t) ≤ 2e−t
2/K2

1 , ∀t ≥ 0

2. 控制所有阶矩：

(E [|X − E [X]|p])1/p ≤ K2
√
p, ∀p ≥ 1

亚高斯随机变量的参数也由此处的最小的 K2 给出。

‖X‖ψ2
:= sup

p≥1

1
√
p
(E [|X − E [X]|p])1/p

3. 控制矩母函数：

E
[
eλ(X−E[X])

]
≤ eλ

2K2
3/2, ∀λ ∈ R

这样我们就有了一类“性质比较好的”随机变量，也就是尾部行为不会特别离谱，我们能够在均值附近

解决问题。这样的随机变量在高维统计中有很多应用，最重要的是 Hoeffding bound：对于亚高斯零均值的
X = (X1, . . . , Xn)，我们有 ∀a ∈ Rn:

P (|〈a,X〉| ≥ t) ≤ 2 exp
(
− t2

‖a‖22 maxi ‖Xi‖ψ2

2
)

取 a =
1

n
1，就得到关于均值的 Hoeffding bound。

类似的“好的”随机变量还有 sub-exponential 型，它的尾部行为稍差一些：

P (|X − E [X]|) ≤ 2e−t/K1 , ∀t ≥ 0

(E [|X − E [X]|p])1/p ≤ K2p, ∀p ≥ 1

其亚指数参数为

‖X‖ψ1
:= sup

p≥1

1

p
(E [|X − E [X]|p])1/p

由此可以直接得到亚指数型与亚高斯型的关系。对于亚高斯的 X：

‖X‖ψ2
≤
∥∥X2

∥∥
ψ1

≤ 2 ‖X‖ψ2

仔细地展开矩母函数很容易证。

2.2 Hoeffding’s Inequality

从随机变量出发我们可以 bound相应的随机过程以及随机变量的函数。重要例子是 Hoefdding不等式。对
于独立的 {Xi ∼ Sub-Gaussian}ni=1 我们有

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Xi − E [Xi])

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 2 exp

(
− t2∑n

i=1 ‖Xi‖2ψ2

)
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2.3 McDiarmid’s Inequality

另一个常用的不等式是McDiarmid不等式，适用于逐坐标 bounded的函数（bounded-difference function），
是鞅差 bound 的推论。

|f(x1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi−1, x̃i, xi+1, . . . , xn)| ≤ ci

，有

P (f(X1, . . . , Xn)− E [f(X1, . . . , Xn)] ≥ t) ≤ exp
[
− 2t2∑

c2i

]

2.4 Bounds for Lipschitz Functions

一个更为实用/常用的情形是 bound Lipschitz 函数的行为。因为很多时候我们想要 bound 住的是类似
norm的东西，这些东西很多时候都是 Lipschitz函数。对于 L-Lipschitz函数 f : X n 7→ R和X ∼ Gaussian(0, I)

P (|f(X)− E [f(X)]| ≥ t) ≤ 2 exp
(
− t2

2nL2

)
也即：高斯 r.v. 经过 L-Lipschitz 函数后的行为类似于亚高斯 subGau(L2)。

2.5 Maximal Inequality

对于亚高斯变量一个非常好的用处是：既然其尾部行为比较好，那么一组亚高斯变量的 max 的尾部行为
也会比较好，表现在我们可以 boundE [maxi≤nXi]。

对于 X1, . . . , Xn ∼ subGau(σ2) 有

E
[
max
i≤n

Xi

]
=E

[
1

λ
log max eλXi

]
≤ 1

λ
logE

[
max eλXi

]
≤ 1

λ
logE

[
n∑
i=1

eλXi

]

≤ 1

λ
logn+

1

λ

λ2σ2

2

=
1

λ
logn+

λσ2

2
, ∀λ > 0

优化 λ 得到

E
[
max
i≤n

Xi

]
≤ σ

√
2 logn

由于上面我们并没有施加任何独立性条件，所以我们可以创建一个 X1, . . . , Xn,−X1, . . . ,−Xn 来得到对

max |Xi| 的 bound

E
[
max
i≤n

|Xi|
]
≤ σ

√
2 log 2n
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尾部概率则是简单地通过 union bound 得到

P
(

max
i≤n

Xi > t

)
=P
(⋃

Xi > t
)

≤
n∑
i=1

P (Xi > t) = nP (X1 > t)

≤n exp
(
− t2

2σ2

)
Idea: 对有限个 subGau 的 maximal 的 bound 是很实用的，因为对于某个我们想要研究的无限集，我们

可以通过寻找其有限大代表元素集合（比如 covering number）来将整个无限集上的 maximal bound 转化为有
限集上的 maximal bound。见4.3节的相关讨论。

2.6 Others

• Bernstein’s Inequality: 稍微更小心地处理 sub-exp 的尾部即可。对于零均值 Xi ∼ subexp(λ) 有

P
(
X̄ > t

)
∨ P

(
X̄ < −t

)
≤ exp[−n

2
(
t2

λ2
∧ t

λ
)]

反映了这样一件事：亚指数在近处的行为类似于高斯（t2），在远处的行为类似于指数（t）。

• 鞅差序列 {(Dk,Fk)}∞k=1 的 bound。如果 Dk|Fk 是亚指数的 sujbexp(νk, αk)，那么和会有 bound

n∑
k=1

Dk ∼ subexp(

√√√√ n∑
k=1

ν2k ,maxαk)

3 Random Process and Complexity Control

一个随机过程

X(t), t ∈ T

是一个由指标集 T index 的随机变量，其中 T 可能是连续/离散，可以是多维度的，甚至有一些其它几何结构。
在高维统计的场景中 T 经常是模型假设类 H（的参数化 Θ），而 Xi(t) 可以是 Xi(t) = f̂(xi)− E

[
f̂(xi)

]
或是

Xi(t) = ℓ(h(xi; θ), yi)− E [ℓ(h(xi; θ), yi)] 等等。我们通常关心的对象也是形如

E

[
sup
t∈T

N∑
i=1

Xi(t)

]
, E

[
sup
t∈T

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

Xi(t)

∣∣∣∣∣
]

的东西（一族零均值随机过程的上界）. 笼统来说这和指标集 T 的“大小”和“形状”有关，我们有诸多手段

来控制（upper or lower bound）这些东西。
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3.1 Complexity Control Via Metric Entropy

3.1.1 Rademacher Complexity and Symmetrization

Complexity 是从随机过程的角度对一个集合的“大小”和“形状良好”的描述，关于其应用见4.3节。对
于一列零均值随机过程 [X1(t), . . . , XN (t)] := X⃗(t)，我们定义其 Rademacher 复杂度为1

R(T ) = E

[
sup
t∈T

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εiXi(t)

∣∣∣∣∣
]
, εi ∼ Rademacher({±1})

可以如此理解：X⃗(t) 7→
〈
ε, X⃗(t)

〉
相当于是做了一个对称化的操作，我的理解是这让我们可以利用上零均

值的条件，得到下面的 bound：

1

2
E
[
sup

∣∣∣〈ε, X⃗(t)
〉∣∣∣] ≤ E

[
sup

∣∣∣∣∣∑
i

Xi(t)

∣∣∣∣∣
]
≤ 2E

[
sup

∣∣∣〈ε, X⃗(t)
〉∣∣∣]

证明思路和4.3中的类似，通过反复将对称话操作拿出拿进，制备 X⃗t 的 copies 来实现转换。2

3.1.2 Covering Number

本 subsection 余下部分本来接在 ULLN control 后，所以使用的是 (Xθ,Θ) 或 Xh,H 这套记号，基本上作

θ 7→ t, Θ 7→ T 即可接续上文。

复杂度笼统来说就是一个集合的“大小”。在高维问题中我们很多时候关心的是一个无限集合，这个时候

没办法用 card 来处理问题，退而求其次得我们研究 covering number 和 packing number。也就是将集合 H 近

似到某个精确度 ε 来研究。

• Covering Number: 对于一个集合 H，我们定义其 ε-covering number 为

N(ε,H, ‖ · ‖) := min {m ∈ N : ∃h1, . . . , hm ∈ H, ∀h ∈ H, ∃i ∈ [m], ‖h− hi‖ ≤ ε}

• Packing Number: 对于一个集合 H，我们定义其 ε-packing number 为

M(ε,H, ‖ · ‖) := max {m ∈ N : ∃h1, . . . , hm ∈ H, ∀i 6= j, ‖hi − hj‖ ≥ ε}
1也有一些相关概念，包括 Gaussian complexity:

G(T ) := E

[
sup
t∈T

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

εiXi(t)

∣∣∣∣∣
]
, εi ∼ N (0, 1)

或者 Gaussian width:

w(T ) := E

[
sup
t∈T

N∑
i=1

εiXi(t)

]
, εi ∼ N (0, 1)

2不带绝对值的 width 版本也是可证的：

1

2
E
[
sup

〈
ε, X⃗(t)

〉]
≤ E

[
sup

∑
i

Xi(t)

]
≤ 2E

[
sup

〈
ε, X⃗(t)

〉]
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他们之间有如下很好的关系：

M(2ε,H, ‖ · ‖)
(i)

≤N(ε,H, ‖ · ‖)
(ii)

≤ M(ε,H, ‖ · ‖)

证明. (i) 考虑满足 M(2ε,H, ‖ · ‖) 的 M(2ε,H, ‖ · ‖) ⊂ H 及其中任意两个不同元素 hi, hj。取某个在

B∥ · ∥(hi, ε) 中的点 h 我们即有

‖h− hj‖ ≥ ‖hi − hj‖ − ‖h− hi‖ > 2ε− ε = ε, ∀h ∈ B∥ · ∥(hi, ε)

也就是说M(2ε,H, ‖ · ‖) \ {hi} 不满足 ε-covering，又因为 ε-covering 是所有如此集合的 card 下界，所
以 N(ε,H, ‖ · ‖) ≥M(2ε,H, ‖ · ‖)。

(ii) 考虑满足 M(ε,H, ‖ · ‖) 的M(ε,H, ‖ · ‖) ⊂ H。由于M(ε,H, ‖ · ‖) 是满足 ε-packing 的最大集合，所以
任意 h ∈ H 必满足

∃hi ∈ M(ε,H, ‖ · ‖), ‖h− hi‖ ≤ ε

（也就是 ε-covering）。因为如果不如此的话，M(ε,H, ‖·‖)∪{h}就是一个更大的 ε-packing，这与M(ε,H, ‖·

‖) 的最大性矛盾。所以 N(ε,H, ‖ · ‖) ≤M(ε,H, ‖ · ‖)。

所以我们只需能 bound 住其中之一即可控制集合的尺寸，一般是 bound covering。

一个应用是通过这个方法控制某个集合的 Gaussian 复杂度，见 Wainwright 的书 P. 136。核心方法是：对
于零均值亚高斯过程 {Xθ : θ ∈ Θ}（w.r.t metric ρX），有如下的 discretization bound

E

[
sup
θ,θ̃∈Θ

(Xθ −Xθ̃)

]
≤ 2E

[
sup

γ,γ′∈Θ;ρX(γ,γ′)≤ε
(Xγ −Xγ′)

]
︸ ︷︷ ︸

approximation error

+2
√
D2 logN(ε,Θ, ρX)︸ ︷︷ ︸

estimation error

, ∀ε

其中 D = sup
θ,θ̃∈Θ

ρX(θ, θ̃)。亚高斯过程指的是

E
[
eλ(Xθ−Xθ̃)

]
≤ eλ

2ρX(θ,θ̃)2/2

上面的 discretization bound 的右边是一个 ε 的函数，我们再对 ε 优化就能 trade-off 两个 error 得到一个
更好的 bound。

以 T ⊂ Rn with ℓ2 norm 为例：

G(H) ≤ min
ε∈[0,D]

{
ε
√
d+ 2

√
D2 logN(ε,H, ‖ · ‖2)

}
具体例子见 Wainwright 的书 P. 137。

证明. (Sketch) 本质上大致是这么件事情：在 θ, θ̃ 之间插入 γ, γ′ ∈ N (ε,Θ, ρX)

sup
θ,θ̃∈Θ

(Xθ −Xθ̃) ≤ sup
θ;γ∈N (ε,Θ,ρX)

(Xθ −Xγ) + sup
γ,γ′∈N (ε,Θ,ρX)

(Xγ −Xγ′) + sup
θ̃;γ′∈N (ε,Θ,ρX)

(Xγ′ −Xθ̃)

≤2 sup
γ,γ′∈Θ;ρX(γ,γ′)≤ε

(Xγ −Xγ′) + 2 max
θi∈N (ε,Θ,ρX)

|Xθi −Xθ1 |

≤2 sup
γ,γ′∈Θ;ρX(γ,γ′)≤ε

(Xγ −Xγ′) + 2
√
D2 logN(ε,Θ, ρX)
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3.1.3 Chaining

上面的红色部分实际上是一个过于粗糙的近似，我们可以用 chaining 方法来改进，得到 Dudley’s entropy
integral bound.

E

[
sup
θ,θ̃∈Θ

(Xθ −Xθ̃)

]
≤ 2E

[
sup

γ,γ′∈Θ;ρX(γ,γ′)≤ε
(Xγ −Xγ′)

]
︸ ︷︷ ︸

approximation error

+64
√
2

∫ D/2

ε/4

√
logN(u,Θ, ρX) du︸ ︷︷ ︸

estimation error

, ∀ε

证明. (Sketch)Chaining 方法的主旨是，将 Θ 在 εm = D · 2−m 精度下依次划分，然后对于每一个递进层

N (D2−m,Θ, ρX)⇝ N (D2−(m+1),Θ, ρX)，bound 粗细粒度改进时 approximation error:

sup
θ,θ̃∈Θ

(Xθ −Xθ̃) ≤ max
γ,γ′∈N (D2−1,Θ,ρX)

|Xγ −Xγ′ |+
∼log2D∑
m=2

max
β∈N (D2−m,Θ,ρX)

|Xβ −Xsth in previous level|

≤
∼log2D∑
m=1

2D · 2−m+1
√

logN(D2−m,Θ, ρX)

⪅const ·
∫ D/2

ε/4

√
logN(u,Θ, ρX) du (precise)

≲C ·
∫ D/2

0

√
logN(u,Θ, ρX) du (rough)

其中的红色部分是通过更精确的 trivial 计算可算出来的常数。

3.2 Sudakov-Fernique’s Inequality for Gaussian Processes

对于特别的 X(t) ∼ N (0,Σ) 有特殊的比较定理，Sudakov-Fernique’s 不等式。若 (X(t))t∈T 和 (Y (t))t∈T

是零均值高斯过程，有

‖Xt −Xs‖2 ≤ ‖Yt − Ys‖2 , ∀t, s ∈ T ⇒ E
[
sup
t
Xt

]
≤ E

[
sup
t
Yt

]
Remark: 注意到这里的条件相当于在说 E [XtXs] ≥ E [YtYs]，这是一个“协方差的单调性”条件：内部

“更不一致的”（Y）更容易有大的 supremum。

证明. 使用如下的引理：对于 W ∼ N (0,Ξ) 和可导的 h，有

E [Wh(W )] = ΣE [∇h(W )]

用密度函数做分部积分即可得到。

然后对 X(t), Y (t) 做插值：

Zu(t) =
√
uX(t) +

√
1− uY (t)

然后对合适的 f 尝试证明 E [f(Zu(t))] 关于 u 的单调性即可。具体来说取 f(x) =
1

β
log
∑

i e
βxi →

β→∞
maxxi 即
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可。

d
duE [f(Z(u))] =E

[
n∑
i=1

df
dξi

(
X(t)

2
√
u
− Y (t)√

1− u

)]
Lemma
=

1

2
√
u

n∑
i=1

ΣX · E
[√

u∇df
dξi

]
− 1

2
√
1− u

n∑
i=1

ΣY · E
[√

1− u∇df
dξi

]

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(ΣX,ij − ΣY,ij)E

[
d2f

dξiξj

]

trivially 可以发现 d2f

dξiξj
≤ 0，这样就能用单调性得到结论。

Application: L-Lipshitz 函数的 supermum bound。

Example: 对随机矩阵 {Xij
i.i.d.∼ N (0, 1)}m×n 推 bound E [|||X|||] ≤

√
m+

√
n。

Application: 将 X⃗(t) 设为我们想研究的过程，Y 是另一个相关的，容易研究的过程（or vice versa），通
过 Sudakov-Fernique’s 不等式我们可以得到 E [supX(t)] 的 upper(或 lower) bound。具体来说，

(s, t) 7→ E
[
(X(t)−X(s))2

]1/2
是 {X} 空间中的正则度量（欧式度量），我们可以通过下面这个反向路径诱导出 T 空间的（伪）度量：

也就是 X( · ) 7→ dT ( · , · )，这允许我们通过在 X 欧式空间中研究 T 的几何和尺寸（比如这里就可以应用

Sudakov Ineq 了）。

比如对于这样诱导出的 T 空间的度量，我们可以进行 T 的 packingM(δ, T, dT ( · , · )) = M(δ,X(T ), ‖‖2)。

进而通过 Yt = independent N(0, δ2/2) 即可得到一个 Xt 的 lower bound：

∀s, t ∈ M(δ, T, dT ( · , · )) : d2(s, t) = E
[
(Xs −Xt)

2
]
≥ ε2 = E

[
N(0, δ2)2

]
= E

[
(Yt − Ys)

2
]

故而得到 (use MJW Exercise 2.11 or Vershynin Exercise 2.5.11)

E [supXt] ≥ E [supYi] ≥ cδ
√

logM(δ, T, dT ( · , · ))

进一步由于有 M(δ, T, · ) ≥ N(δ, T, · ) 我们也可以将 Xt 构造成一个容易的过程来 bound 覆盖数。

Example: 比如对于直径 D ≤ 1 的 N 顶点多边形 P

δ
√

logN(δ, T, · ) ≤ cE
[
sup
t∈P

〈ε, t〉
]
= cE

[
sup

t∈vertices
〈t, ε〉

]
≲ δ
√

logN, ε ∼ N(0, 1)
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以此得到

N(δ, T, · ) ≲ N c/ε2

（更精确的结果见 Stat461-2023Fall exam Q2，得到 C = 1）

3.3 本章小结

我们有如下的 bound：对于零均值高斯过程 [X1(t), . . . , XN (t)] := X⃗(t) , t ∈ T，和 δ covering number
N(δ, T, · )，有

c sup
δ>0

δ
√

logN(δ, T, · )
Sudakov

≤ E
[
sup
t∈T

Xt

]Dudley
≤ C

∫ Diam(T )/2

0

√
logN(u, T, · ) du

其中更具体来说，Dudley side 对于 subGau 也有效，上界 ∝ ‖Xt‖ψ2
.

4 Supervised Learning and Gereralization Bounds

4.1 Model and Empirical Risk

机器学习中的典型框架是有监督学习 (supervised learning)，数据为 D = {(xi, yi)}ni=1 ⊂ X × Y，X 与 Y

之间由函数 h : X 7→ Y 刻画，我们即希望学习这样一个 predictor（也就是我们的模型）。模型的好坏由一个损
失函数 (loss function)ℓ : Y × Y 7→ R 来刻画，以反映估计值和真实值之间的差距。

• Expected Loss (of a model h)：

L(h) = E
X,Y

[ℓ (h(X), Y )]

• Excess Risk:

E(h) = L(h)− inf
h′∈H

L(h′)

其中 H 是我们的假设空间/假设类（hypothesis class）。我们的任务就是在 H 中找到一个 h，使得 E(h)

尽可能小，即取得最小的 excess risk（对应泛化误差）。进一步，表达式后半部分的 minimizer即为 ground
truth 的 h∗

h∗ = arg inf
h′∈H

L(h′)

为了强调这一点我们 overloadE 为 E(h, h∗)。

• Emperical Loss: 实际上我们并不能求出 Expected Loss，只能用数据来近似之。

L̂n =L̂(Dn) =
1

n

n∑
i=1

ℓ (h(xi), yi)

已经提到，我们的目标是找到一个 h，使得 E(h, h∗)（或等价地，使 L(h)）尽可能小，我们的估计量则

自然是通过最小化 L̂n 来实现的，此估计量为 ĥn。

ĥn = arg inf
h′∈H

L̂n(h
′)
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• 参数化：对于假设类 H，很多情况下我们可以将其参数化到有限维空间上（比如线性模型 {x 7→ β ·x, β ∈

R}，CDF 经验估计 {x 7→ 1(−∞,t](x), t ∈ R}），此时我们直接 overload 上述的 L 和 E，用函数 h ∈ H 的

参数化 θ ∈ Θ 来表示 h，即 L(θ) 和 E(θ, θ∗)。（非参数化情形暂不讨论）

L(θ) = E
X,Y

[ℓ (h(X; θ), Y )]

E(θ, θ∗) =L(θ)− inf
θ′∈Θ

L(θ′) = L(θ)− L(θ∗)

L̂n(θ) =
1

n

n∑
i=1

ℓ (h(xi; θ), yi)

一个好的模型应该能使得 emperical risk E(θ̂, θ∗) 尽可能小。在高维统计中我们关心：随着样本量 n 的增

大，E(θ̂, θ∗) 以何种趋势减小，即我们关心的是 E(θ̂, θ∗) 的性质，它可以作如下分解：

E(θ̂, θ∗) =L(θ̂)− L̂(θ̂)︸ ︷︷ ︸
I

+ L̂(θ̂)− L̂(θ∗)︸ ︷︷ ︸
II

+ L̂(θ∗)− L(θ∗)︸ ︷︷ ︸
III

其中：

• II 非正

• III由于 θ∗ 是不带随机性的参数，并注意到 ED∼θ∗
[
L̂(θ∗)

]
= L(θ∗)，这一项可以用经典的对均值的 bound

来控制，比如 Hoeffding bound。

� I 比较麻烦，因为 L̂ 是与样本有关的（有随机性）

I =E
[
ℓ(h(X; θ̂), Y )

]
− 1

n

n∑
i=1

ℓ(h(xi; θ̂), yi)

这需要 ULLN（uniform law of large numbers）来控制

I ≤ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ℓ(h(xi; θ), yi)− E [ℓ(h(X; θ), Y )]

∣∣∣∣∣ := ‖Pn − P‖H(Θ)
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4.2 ULLN Control

(To be modified)

4.3 Via Rademacher Complexity

控制 ‖Pn − P‖H(Θ) 的一种方法是用 Rademacher 复杂度（Rademacher complexity）

定义：对于一个集合 I ≡ {ı} ⊂ Rn，我们定义其 Rademacher 复杂度 R(I) 为

R(I) := E

[
sup
ı∈I

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εiıi

∣∣∣∣∣
]
, εi ∼ Rademacher({±1})

直观来说，如果集合 I“很大”，那么我们就容易地总能找到 ı ∈ I 很大，使得 〈ε, ı〉很大。更多关于 Complexity
的讨论见3.1.1节。

我们会看到，risk 就可以通过 Rademacher 复杂度来控制。这里的 loss 来自前面 I 部分，即我们希望控制

I ≤ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ℓ(h(xi; θ), yi)− E [ℓ(h(X; θ), Y )]

∣∣∣∣∣ := ‖Pn − P‖H(Θ)

对于任意给定的数据 D 和假设空间 H 都会生成一个集合，为了克服掉数据的随机性我们再套一个期望，进一

步定义这个场景下的 Rademacher 复杂度为

R(H) := ED∼P [R({ℓ(h(xi), yi)}h∈H)] = ED∼P

[
Eε∼Unif{±1}

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εiℓ(h(xi), yi)

∣∣∣∣∣
]]
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这个情形下可以用 Rademacher 复杂度来控制 risk 的收敛性。定理如下：

1

2
R(H)−

sup
h∈H

E [|ℓ(h(x), y)|]

2
√
n

≤ E [‖Pn − P‖H] ≤ 2R(H)

定理的证明用了一个神乎其技的对称话 trick

上界 :

证明. 我们制备一个 D = {(xi, yi)}ni=1 的 i.i.d. copyD̃ = {(x̃i, ỹi)}ni=1. 于是可以在一些地方把 D 和 D̃ 混

合/替换，然后再用对称属性将混合的 X-Y 换成 εX 从而由 risk gap 过渡到 complexity，实在是非常巧
妙：

E [‖Pn − P‖H] =
1

n
ED

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ED̃

[
ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)]∣∣∣∣∣
]

=
1

n
ED

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣ED̃

n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)∣∣∣∣∣
]

Jensen
≤ 1

n
ED,D̃

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)∣∣∣∣∣
]

symmetrize
=

1

n
ED,D̃,ε

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi
[
ℓ
(
h(xi), yi

)
− ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)]∣∣∣∣∣
]

≤2ED,ε

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiℓ
(
h(xi), yi

)∣∣∣∣∣
]

=2R(H)

下界 :

证明. 再用一次对称化得到另一边的 bound
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E [‖Pn − P‖H] =
1

n
ED

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ED

[
ℓ
(
h(xi, yi)

)]∣∣∣∣∣
]

=
1

2n
ED

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ED̃

[
ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)]∣∣∣∣∣
]

+
1

2n
ED̃

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(x̃i), ỹi

)
− ED̃

[
ℓ
(
h(x̃i, ỹi)

)]∣∣∣∣∣
]

triangular
≥ 1

2n
ED,D̃

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ℓ
(
h(xi), yi

)
− ℓ
(
h(x̃i), ỹi

)∣∣∣∣∣
]

symmetrize
=

1

2n
ED,D̃,ε

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi
[
ℓ
(
h(xi), yi

)
− ℓ
(
h(x̃i), ỹi

)]∣∣∣∣∣
]

convex
≥ 1

2n
ED,ε

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi
(
ℓ
(
h(xi), yi

)
− ED [ℓ(h(xi), yi)]

)∣∣∣∣∣
]

≥ 1

2n
ED,ε

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiℓ
(
h(xi), yi

)∣∣∣∣∣− 1

2n
sup
h∈H

E [|ℓ(h(x), y)|]

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi

∣∣∣∣∣
]

≥1

2
R(H)−

sup
h∈H

E [|ℓ(h(x), y)|]

2
√
n

综合以上我们就得到了关于 Rademacher 复杂度的 risk bound

1

2
R(H)−

sup
h∈H

E [|ℓ(h(x), y)|]

2
√
n

≤ E [‖Pn − P‖H] ≤ 2R(H)

所以如果我们能上下 bound 住 Rademacher 复杂度，比如比较好的情况是 R(H) = o(1)，那么自然 risk 就会
被控制到 0，进一步 ‖Pn − P‖H 如果是

b

n
-bounded differnce（容易满足的，比如只要 h ∈ H 有界）

E [‖Pn − P‖H]− ‖Pn − P‖H ≤ δ, w.p. ≥ 1− exp
(
−nδ

2

b2

)
那么我们就能控制 ‖Pn − P‖H

5 Sparse Regression

5.1 OLS Regression

回归中最为经典的情形。过往情况下我们都要求 n > d，最好能是 �，以此来保证 XTX 是可逆的，进而

有唯一解。渐进统计中我们已经有了很多关于 OLS 的结果，比如在高斯误差下

E [MSE] = E
[
1

n

∥∥∥Ŷ − Y
∥∥∥2
2

]
= σ2

d

n

（或者在 X ′X 不满秩的情况下 r < d 将 d 替换为 r）。
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我们可以用高维的思路 recover 这个问题，并顺便将 error 拓展到更一般的 subGau 情况。具体来说：对于
预测问题

y = x′θ∗ + ε, ε ∼ SubGau(σ2)

的解

θ̂ ∈ arg min
θ∈Rd

‖Y −Xθ‖2

我们希望研究 E [MSE] = E
[
1

n

∥∥∥Ŷ − Y
∥∥∥2
2

]
≲?.(这里 Y ∈ Rn 指数据)

思路如下: 首先将 θ∗ 和 θ̂ 联系起来（即将真实情况 ε和估计情况 ε̂联系起来）：θ̂ 作为 ˆMSE的 minimizer，
我们有

‖ε̂‖ =
∥∥∥Y −Xθ̂

∥∥∥2
2
≤ ‖Y −Xθ∗‖22 = ‖ε‖22

展开 Y = Xθ∗ + ε 整理，并记 ∆̂ = θ̂ − θ∗ ∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2
≤2ε′X∆̂

=2
∥∥∥X∆̂

∥∥∥
2

ε′X∆̂∥∥∥X∆̂
∥∥∥
2

⇒
∥∥∥X∆̂

∥∥∥
2
≤2

ε′X∆̂∥∥∥X∆̂
∥∥∥
2

≤2 sup
u∈Sr−1

n−1

ε′u

其中由于 X 是秩 r 的，所以 u 只能在 r 维度子空间和 Sn−1 的交里。这样我们就有

E
[∥∥∥X∆̂

∥∥∥2
2

]
≤ 4E

 sup
u∈Sr−1

n−1

(ε′u)2

 = 4E
[
subGau(rσ2)

]
而 subGau 自动包含了对所有 p 阶矩的 bound，所以我们有

E [MSE] =E
[
1

n

∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2

]
≲ σ2 r

n

P (MSE ≥ t) ≤ exp
(
− nt

4rσ2

)
顺便我们能得到 ∆̂ 的尺度估计

∥∥∥∆̂∥∥∥2
2
≤

∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2

λmin(X ′X)

一些 Conherence 条件能够改善这个 bound。
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5.2 Regression with Constraints

对于高维情况，比如可能会有 d ∼ n 甚至 d > n 时，我们很难得到或得不到唯一解，但有时我们对问题会

有一些先验知识，体现为一些“对解的结构的假设”，典型且实用的一种是稀疏性（sparsity）。这时我们可以将
问题转化为一个带约束的优化问题

θ̂ ∈ arg min
θ∈K

‖Y −Xθ‖2 , K is some sparisty constraint set, e.g.

‖θ‖0 ≤ k, L0 constraint

‖θ‖1 ≤ R, L1 constraint

我们可以用和 OLS 类似的方法来 bound MSE：由于 K 是对称的，我们有∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2
≤ 2ε′X(θ̂ − θ) ≤ 2 sup

θ̂,θ∈K
ε′X(θ̂ − θ) = 2 sup

θ∈2K
ε′Xθ = 4 sup

v∈XK
ε′v

这样我们注意到

E
[
1

n

∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2

]
≤ 4

n
E
[

sup
v∈XK

ε′v

]
=

4σ

n
G(XK)

P
(
1

n

∥∥∥X∆̂
∥∥∥2
2
≥ t

)
≤P
(
4

n
sup
v∈XK

ε′v ≥ t

)
恰好是 Gaussian Complexity 的形式，所以我们可以相应集合的 Gaussian Complexity 来 bound 这个 MSE。
由于 K 是预先给定的行为很好的“球”，所以一个影响 bound 效果的重要因素就是 X 的行为。这里我们先只

限制 X 的列的范数，即 ‖Xj‖2 ≤
√
n

• L1 Constraint: 这个情况下 XK1 是一个 polytope，所以我们只需研究其顶点就足够决定 XK1 的 Gaus-
sian Complexity。

G(XK1) = G(vertices of XK1) ≲ R
√
n log 2d

这样我们就有

E [MSEℓ1 ] ≲ σR
√

log d√
n

以及

P (MSEℓ1 ≥ t) ≤P
(
4

n
sup

v∈XK1

ε′v ≥ t

)
=P
(
4

n
∃

v∈vertices of XK1

ε′v ≥ t

)
≤2dP

(
4

n
R
√
nN (0, σ2) ≥ t

)
≤2d exp

(
− nt2

16R2σ2

)

then set 2d exp
(
− nt2

16R2σ2

)
= δ we have

w.p. ≥ 1− δ, MSEℓ1 ≲ σR
√

log d/δ√
n
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• L0 Constraint：见 Stat461-2023Fall exam Q3，有

E [MSEℓ0 ] ≲ σ2k/n

关于 MSE 的 bound 推导见 Stat461-2023Fall exam Q3. 结论为

w.p. ≥ 1− δ, MSEℓ0 ≲
σ2

n

(
k + k log d

k
+ log 1

δ

)

这里我们能看到：L1 的 bound 更差一些，但是是一个凸优化问题，容易求解；而 L0 的 bound 更好，但
是是一个 NP-hard 问题，难以求解。总而言之收敛速度的 bound 总结如下：

Model 1− δ MSE Bound

OLS ≲ σ2

n

(
r + log 1

δ

)
L1 ‖θ‖1 ≤ R ≲ σR

√
log d/δ
n

L0 ‖θ‖0 ≤ k ≲ σ2

n

(
k + k log d

k
+ log 1

δ

)

6 Random Matrix

7 Minimax Risk

7.1 Problem Formulation

对于一批假设分布类 P = {P}，我们感兴趣于估计某个所谓的“参数”

θ(P) : P 7→ Θ

比如对一族随机矩阵估计其谱范数，对一族分布估计其均值之类。我们的数据是从某个真值 P∗ i.i.d. 抽取的，
并有某种方法来估计这个参数

θ̂ : X n 7→ Θ

并有某个（伪）metric 来衡量估计的好坏

ρ( · , · ) : Θ×Θ 7→ [0,∞)

那么如何来认为我们得到了一个好的 estimator 呢？Minimax risk 陈述的是这样一个标准：

M
(
θ(P); ρ

)
:= inf

θ̂
sup
P∈P

EP

[
ρ
(
θ̂, θ(P)

)]
即：在所有可能的估计器中（inf

θ̂
），最坏的情况下（sup

P∈P
）的 expected risk 最小的。这个量是一个很好的标准，

因为它告诉我们在通过合理选取估计器后，我们至少能达到的 risk。
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7.2 From Minimax Risk to Testing

这里我们再次涉及 ranging over 一个无穷集合的极值问题，思路和 upper bound side 是一样的：挑选其中
的代表元素，不过这次使用的则是 packing number。在有了有限个 M := M(2δ,P, · ) 个代表元素后，下一步

方法是通过 Markov 不等式转化为一些 probability 的 bound，这时问题就很像是对一个有限集合的分类问题
了（分类到由 packing 选出的 M 个代表性参数上）。

具体如下：构造 M(2δ,P, · ) packing {θj}Mj=1

sup
P∈P

EP

[
ρ
(
θ̂, θ(P)

)]
≥ sup

P∈P
δP
(
ρ
(
θ̂, θ(P)

)
≥ δ
)

≥ δ

M

M∑
j=1

Pθj
(
ρ
(
θ̂, θj

)
≥ δ
)

:=δQ[ρ
(
θ̂, θJ

)
≥ δ]

其中的 Q 类似于是一个“均匀分布”在 {θj}Mj=1 上的分布。对于任意的 θ̂( · ) 我们可以构造一个 testing（或者
说判别）

ψ̂( · ) := arg min
j∈[M ]

ρ(θ̂, θj)

这样我们有 ρ(not ψ̂( · ), θ̂) ≥ δ（θ̂ 离未被判别中的点足够远），那么 {ρ(θ̂, θψ) < δ} ⊂ {ψ( · ) = ψ̂( · )}，即

sup
P∈P

EP

[
ρ
(
θ̂, θ(P)

)]
≥δQ[ρ

(
θ̂, θJ

)
≥ δ]

≥δQ[ψ̂( · ) 6= ψ( · )], · is the data from PJ

这里的 Q[ψ̂( · ) 6= ψ( · )] 看起来就像是一个 M 类判别问题的错误率。Intuitively，较小的 δ 会导致有更多

类 M 需要处理，类与类之间也更接近，所以错误率会上升，所以我们需要进一步对 δ optimize 来得到最优的
lower bound, 这个过程就是通过 packing number 来完成的。自动是一个 variance-bias trade-off 的过程。

7.3 K-L Divergence Method

这里介绍基于信息论的方法。我们的问题是：在观测数据 Z ∼ Q =
1

M

∑M
j=1 Pθj 情况下，用 ψ̂ =

arg min
j∈[M ]

ρ(θ̂, θj) 进行判别的错误率（的 lower bound）。如果用隐变量模型的角度来说就是：数据是 (D, J)，

其中 D|J ∼ PθJ，但我们只能观察到 Z 的 marginal。而如果 PZ 和 J 越互相独立，我们就会越难区分 J，这

个“越互相独立”可以用互信息衡量：

I(Z, J) := KL (QZ,J‖QZQJ)

如果 Z ⊥⊥ J 我们就会有 I(Z, J) = 0。

对于我们的情况，J ∼ Unif[M ]，互信息可以写成

I(Z, J) =
1

M

M∑
j=1

KL
(
Pθj‖QZ

)
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且可以实用如下的 Fano’s inequality：

P
(
ψ̂(Z) = J

)
≤ I(Z, J) + log 2

logM

这直接给出了 lower bound:

M
(
θ(P); ρ

)
= inf

θ̂
sup
P∈P

EP

[
ρ
(
θ̂, θ(P)

)]
= inf

θ̂
δQ[ρ

(
θ̂, θJ

)
≥ δ]

≥δ
{
1− I(Z, J) + log 2

logM
}

=δ
{
1−

1
M

∑M
j=1 KL(Pj‖Q) + log 2

logM
}

进一步只需：1) upper bound I(Z, J); 2) 选择合适的 δ，即相应的 2δ packing.

8 Non-Parametric LS

非参数回归聚焦的是 predictor 本身：

Lf = EX,Y
[
(Y − f(X))2

]
其中的 f 是某种非线性的函数，理论最优是 Bayes predictorf∗(x) = E [Y |X = x]，所以我们使用的 loss 也变
为 risk w.r.t. f∗：

Lf − Lf∗ = EX,Y
[
(Y − f(X))2

]
− EX,Y

[
(Y − f∗(X))2

]
= EX

[
(f(X)− f∗(X))2

]
:= ‖f∗ − f‖2L2(P)

估计值则使用 Pn = 1
n

∑n
i=1 δi:

L̂f − L̂f∗ =
1

n

n∑
i=1

(f(xi)− f∗(xi))
2 := ‖f − f∗‖2L2(Pn)

（简化起见也写作 ‖f − f∗‖22 和 ‖f − f∗‖2n.）

f̂ 的求解是在一个 RKHS 的子集中 minimize empirical risk，即

f̂ ∈ arg min
f∈F

1

n

n∑
i=1

(Yi − f(Xi))
2 + λn ‖f‖2F

与前面 ULLN 一节相似，estimate loss‖f − f∗‖2n 的行为也与 F := {f − f∗} 的 complexity 有关，这一节
我们要研究一个进阶对象：localized form of complexity，以 Gaussian complexity 为例：

Gn(δ;F ∗) := Eε∼N (0,I)

[
sup

g∈F∗,∥g∥n≤δ

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εig(xi)

∣∣∣∣∣
]

也即 F ∗(x⃗) 在 f∗ 附近的3的复杂度。进一步只要我们这个“附近”（δ）尺寸取得合适，我们就能只用 F ∗ 的

局部信息来 bound 整体的 complexity。这个“合适”依赖于两点：
3in the sense that ∥g∥n ≤ δ
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• 1. F ∗ 的行为不能太差，具体来说是 star shape around 0:一个稍微弱于 convex的条件，即 ∀g ∈ F ∗, λ ∈

[0, 1], λg ∈ F ∗. 这个条件的作用是下面 point 2 的 δ 存在，笼统来说我感觉这个性质是确保 global 上远
端不会有太差的行为导致用 localize form 的 complexity bound 不佳。

• 2. 在我们实际估计的时候，ĝ = f̂ − f∗ 的尺涨落是由模型 Yi = f(Xi) + σεi 中的误差 εi ∼ N (0, 1)引起

的，所以笼统来说只要 δ 大于某种意义上 εi 引起的尺度涨落即可包括足够多的 g。这个“合适”具体如

下：

注意到
∑

(yi − f̂(xi))
2 ≤

∑
(yi − f∗(xi))

2，得到

1

2

∥∥∥f̂ − f∗
∥∥∥2
n
≤ σ

n

n∑
i=1

εi(f̂(xi)− f∗(xi))

由于我们研究 ‖g‖n ≤ δ 区域，所以笼统来说对 δ 我们期望有：4

δ2

2
≥ σGn(δ,F ∗)

为 δ 应该满足的条件。（这个 justify 不严格，只感受其直觉即可）

进一步对于 Gn(δ,F ∗) 可以应用 metric entropy 来 bound（Dudley size），就能估出一个可用的 δn，见

MJW P426.

更严格来说，δ2n/2 ≥ σGn(δ,F ∗) 确保如下的 bound（MJW Thm 13.5）：

P
(∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥2
n
≥ 16tδn

)
≤ exp

[
−ntδn

2σ2

]
, ∀t ≥ δn

或者通过取定 t = δn 得到如下形式：∥∥∥f̂ − f∗
∥∥∥2
n
≲ δ2n, w.p.1− exp

[
−nδ

2
n

2σ2

]

8.1 Oracle Inequality

更进一步，如果 f∗ 6∈ F 那么我们其实只能在 F 中找到一个 f∗ 的“投影”，最后的估计误差也由两部分

组成，具体来说由下面的 bound 保证（MJW P433 Thm 13.13）：对于 δ2n ≥ 2σGn(δ,F −F ), 取任意 t ≥ δn 有∥∥∥f̂ − f∗
∥∥∥2
n
≤ inf

γ∈[0,1]

1 + γ

1− γ
‖f − f∗‖2n +

c0
γ(1− γ)

tδn, ∀f ∈ F , w.p.1− c1 exp
[
−c2ntδn/σ2

]
更详细来说，取定 t = δn 并对 γ 优化得到∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥2
n
≲ inf

f∈F
‖f − f∗‖2n︸ ︷︷ ︸

approximation error

+ δ2n︸︷︷︸
estimation error

容易发现如果 f ∈ F 的话，上面的 bound 自然退化成
∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥2
n
≲ δ2n。

Example: k-sparse 的估计误差前面给出过，这里对于 oracle 情形则是多出一项 approximation error:∥∥∥f̂k sparse − f∗
∥∥∥ ≲ inf

k sparse f
‖f − f∗‖n +

σ2

n

(
k log ed

k
+ log 1

δ

)
︸ ︷︷ ︸

δ2n

4实际计算的时候我们一般用 δ/2σ ≥ Gn(δ, · )/δ，这时不等式右边类似于是“δ 范围的平均复杂度”（本质上是因为 star-shape 保证
了 F 的尺度是 O(δ) 的）
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9 Miscellaneous

9.1 Universality

Universality指的是一类：某个 object在进入高维的时候其细节变得不显著（irrelevent）的现象，一个典型
的例子是中心极限定理：对于任意的（with some mild conditions）独立同分布的随机变量 X1, X2, · · ·Xn

i.i.d.∼ X，

和具有相同前两阶矩的 Gaussian 随机变量 G1, G2, · · · , Gn，我们有

1√
n

n∑
i=1

Xi − EXi

(i)
≈ 1√

n

n∑
i=1

(Gi − EGi)

其中 (i) in the sense of closeness of the distribution, e.g. d−→. 在这个过程中所有关于 X 更高阶矩的信息都

vanish 了。

Universality 提供了如下几个 points:

• 很多高维现象最后会归结为与一些少数几个参数有关，而细节被冲淡了（当然一定也会有些细节不重要
的，和施加的假设强弱有关）

• 一些难以 explicitly 计算的东西可以通过 Universality 倒成为可以计算的东西（比如倒成高斯 r.v. 模型或
其他一些易于计算的分布模型）

• 高维情况下有时候还会有相变（phase transition）现象，这时候 Universality 会有一些极端现象（incon-
tinuity in some senses）
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